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Введение 
Известно (см., например, [1]), что подгруп-

па H, субнормальная в подгруппах A  и B  ко-
нечной группы G, не обязана быть субнормаль-
ной в их порождении , .A B   В то же время, 
как показано в [2] (для разрешимой конечной 
группы G) и в [3] (для произвольной конечной 
группы G), если подгруппы A  и B  перестано-
вочны, то из субнормальности подгруппы H  в 
подгруппах A  и B  следует, что H  субнор-
мальна в произведении AB.  

В теории классов групп предложенная Ви-
ландтом идея транзитивного замыкания нор-
мальности нашла воплощение в понятиях « F -суб-
нормальная подгруппа», «К- F -субнормальная 

подгруппа» (или « F -субнормальная в смысле 
Кегеля подгруппа»). 

Концепция F -субнормальной подгруппы 
предложена Картером и Хоуксом в 1967 году [4]: 
Пусть F  – непустая формация. Подгруппа H  
конечной группы G  называется F -субнормаль-
ной, если либо H G , либо существует макси-
мальная цепь подгрупп  

0 1 ... nH H H H G      

такая, что 1/ ( )
ii H iH Core H  F  для всех i = 1, 2, 

…, n (множество всех F -субнормальных под-

групп группы G  далее обозначается ( )).sn GF  

Простая проверка показывает, что, если 
F=N  – класс всех нильпотентных групп, то 

любая N -субнормальная подгруппа группы G  

является субнормальной. Более того, для разре-
шимой конечной группы G справедливо равенст-
во ( ) ( )sn G sn GN . 

Другое понятие F -субнормальности, разви-
вающее идею субнормальности, предложено Ке-
гелем [5]: Если F  – непустой класс групп, то 
подгруппа  H  конечной группы G  называется 
F -субнормальной в смысле Кегеля (или просто 

К- F -субнормальной), если существует цепь под-
групп  

0 1 ... nH H H H G      

такая, что либо подгруппа 1iH   нормальна в ,iH  

либо 1/ ( )
ii H iH Core H  F  для всех i = 1, 2, … , n 

(множество всех К- F -субнормальных подгрупп 

группы G  обозначается ( )).Ksn GF  

 Простая проверка показывает, что для лю-
бой конечной группы G справедливо равенство 

( ) ( ).Ksn G sn G N  В связи с этим естественно 

возникает вопрос о нахождении аналога теоремы 
Майера – Виландта для К- F -субнормальных под-
групп. В классе разрешимых конечных групп 
этот вопрос получил положительное решение в 
работе [6]: 
 Пусть F  – непустая наследственная фор-
мация групп. Пусть A и B – подгруппы разреши-
мой конечной группы .G AB  Если подгруппа H 
из пересечения A B  является К- F -субнор-

мальной в подгруппах A и B, то она К- F -субнор-
мальна в G. 
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 Отметим, что для произвольной конечной 
группы этот результат не верен. Соответствую-
щий пример приведен в [6] (см. также [7]). Не-
смотря на это подгруппа H  из пересечения под-
групп A  и B  конечной группы G AB  облада-
ет рядом интересных свойств, которые приво-
дятся в данной работе. Главное из этих свойств 
состоит в том, что если F  – непустая наслед-
ственная формация и подгруппа  H  является 
К- F -субнормальной в A и B, причем ,AB BA  

то ее F -корадикал субнормален в произведении 
.AB  Кроме того, в работе анализируется воз-

можность доказательства аналога теоремы Май-
ера – Виландта для  -субнормальных подгрупп. 
 

1 Предварительные результаты 
В работе рассматриваются только конечные 

группы. Используются определения и обозначе-
ния, принятые в [7], [8]. 

Напомним, что формация – это класс групп, 
замкнутый относительно взятия гомоморфных 
образов и конечных подпрямых произведений. 

Если F  – непустая формация, то через GF  обо-
значается пересечение всех тех нормальных под-
групп N  группы G, для которых /G N F  (под-

группа GF  называется F -корадикалом группы G). 
Далее нам понадобится следующая инфор-

мация о субнормальных и К- F -субнормальных 
подгруппах.  

Лемма 1.1 [7, лемма 3.1.2]. Пусть F  – не-
пустая наследственная формация. Пусть A, B  и 
N  – подгруппы группы G, причем A B  и под-
группа N  нормальна в G. Тогда:  

1) если подгруппа A является К- F -субнор-

мальной в группе G, то она К- F -субнормальна в B; 

2) если подгруппа A является К- F -субнор-
мальной в группе G, то подгруппа HN N  явля-
ется К- F -субнормальной в ;G N  

3) если ,N A  то подгруппа A  является 

К- F -субнормальной в G  тогда и только тогда, 

когда подгруппа A N  является К- F -субнор-
мальной в .G N  

Лемма 1.2 [7, лемма 3.1.5]. Пусть F  – не-
пустая наследственная формация. Если под-
группа H  является К- F -субнормальной в группе 

G, то подгруппа H F  субнормальна в G.  
Лемма 1.3 [9, лемма 7.3.16]. Пусть H  – 

субнормальная подгруппа группы G, содержа-
щаяся в максимальной подгруппе A  группы G. 
Тогда ( ).GH Core A  

Формация F  называется решеточной, если 

множество всех F -субнормальных подгрупп в 
любой группе образует подрешетку решетки 
всех подгрупп этой группы.  

Каждая решеточная формация F  является 
наследственной формацией Фиттинга [7], т. е. 
она замкнута относительно взятия подгрупп и, 
кроме того, из ,G AB  где ,A G  ,B G  

,A F  ,B F  всегда следует .G F  
Из определения класса Фиттинга следует, 

что в любой группе G  существует F -радикал 

,GF  т. е. наибольшая нормальная подгруппа из 

G, принадлежащая F  (она совпадает с произве-

дением всех нормальных F -подгрупп из G). В 
дальнейшем мы будем опираться на следующий 
результат, устанавливающий связь К- F -субнор-

мальных F -подгрупп группы с ее F -радикалом. 

Лемма 1.4 [8, лемма 6.3.8]. Пусть F  – на-
следственная решеточная формация. Если под-
группа H  является К- F -субнормальной в группе 

G  и принадлежит формации ,F  то H  содер-

жится в F -радикале группы G. 
 

2 Основные результаты 
Теорема 2.1. Пусть F  – непустая наслед-

ственная формация групп. Пусть A  и B  – под-
группы группы .G AB  Если подгруппа H  из 
пересечения A B  является К- F -субнормаль-
ной в подгруппах A и B, то справедливы следую-
щие утверждения: 

1) подгруппа H F  субнормальна в группе G; 
2) если подгруппа A  максимальна в G, то 

( );GH Core AF  

3) если подгруппа A  максимальна в G  и 
( ) 1,GCore A   то ;H  F  

4) если фармация F  является решеточной, 

подгруппа A  максимальна в G  и ( ) 1,GCore A   

то H  содержится в F -радикале подгруппы A.  
Доказательство. 1) Ввиду леммы 1.2 под-

группа H F  субнормальна в подгруппах A  и B. 
Тогда ввиду теоремы Виландта из [3] подгруппа 
H F  субнормальна в группе G.  

2) Ввиду утверждения 1) подгруппа H F  
субнормальна в группе G. Так как подгруппа A  
максимальна в группе G, то ввиду леммы 1.3 
справедливо включение ( ).GH Core AF  

3) Ввиду утверждения 2) справедливо 
включение ( ) 1.GH Core A F  Следовательно, 

1,H F  а значит, .H F  
4) Ввиду утверждения 3) подгруппа H  

принадлежит формации .F  Поэтому по лемме 

1.4 имеем .H A F                                                   

Из теоремы 2.1 и леммы 1.1 с учетом теоре-
мы 8.5 из [10] для наследственной насыщенной 
формации F  легко выводится следующий ре-

зультат. Напомним, что формация F  называется 
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насыщенной, если из / ( )G G F  всегда следу-

ет .G F  

Теорема 2.2. Пусть F  – наследственная 
насыщенная формация. Пусть A  и B  – под-
группы группы ,G AB  имеющей разрешимый 

F -корадикал. Если подгруппа H  из пересечения 

A B  является К- F -субнормальной в подгруп-

пах A  и B, то она К- F -субнормальна в G. 
Из теоремы 2.1 имеем также, что при анали-

зе К- F -субнормальности в группе G AB  под-
группы H, которая содержится в пересечении 
A B  и К- F -субнормальна в подгруппах A  и 

B, в предельном случае следует рассматривать 
примитивную (в частности, простую) группу G. 

Проанализируем этот случай, когда F=N  – 

формация всех  -нильпотентных групп и H  – 
 -субнормальная подгруппа группы G.  

Пусть { | }i i I     – некоторое разбиение 

множества всех простых чисел ,  т. е. i I i    

и i j     для всех .i j  Следуя [11], будем 

говорить, что группа G  является:  
– σ-примарной, если G  является i -груп-

пой для некоторого ;i    

 – σ-нильпотентной, если G является i -зам-

кнутой для всех ;i I  
– σ-субнормальной, если существует цепь 

подгрупп  

0 1 ... nH H H H G      

такая, что для каждого i = 1, 2, …, n либо под-
группа 1iH   нормальна в ,iH  либо группа 

1/ ( )
ii H iH Core H   является σ-примарной. 

 Как отмечено в [10], класс N  всех  -ниль-

потентных групп является наследственной на-
сыщенной формацией Фиттинга. Кроме того, 
подгруппа H является σ-субнормальной в G  то-
гда и только тогда, когда H является К- N -суб-

нормальной в группе G. 
 Следующий пример показывает, что суще-
ствует нетривиальное разбиение ,  для которого 
подгруппа H  из пересечения A B  подгрупп 
A  и B  факторизуемой группы G AB  может 

быть  -субнормальной в подгруппах A  и B, но 
не  -субнормальной в G. 
 Пример 2.1. Пусть {2,5}   и { , }.     

Пусть A  и B  – подгруппы группы 5G A  по-

рядка 12 и 10 соответственно. Простая проверка 

показывает, что подгруппа H A B   порядка 2 
является  -субнормальной в подгруппах A  и 
B  (подгруппа H   -субнормальна в A, так как 
H  субнормальна в A; подгруппа H   -суб-
нормальна в B, так как B  является  -группой). 
Так как группа G  проста, то подгруппа H  не 
является  -субнормальной в G. 
 Вопрос 2.1. Пусть p – простое число, 

{ }p   и { , }.     Пусть A  и B  – подгруппы 

группы .G AB  Верно ли, что подгруппа H  из 
пересечения A B  является  -субнормальной в 
G, если она  -субнормальна в подгруппах A и B? 
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